Zadanie 1

Niech X,, bedzie n-wymiarowym wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym na kuli w R”
o érodku 0 i promieniu 1. Niech R,, bedzie odlegtoscia X, od O.

a) Wykazaé, ze R,, zbiega do 1 wedlug prawdopodobienstwa.

b) Czy ciag Y, = n(1 — R,,) jest zbiezny wedlug rozkladu? Jedli tak — wyznaczyé granice, w prze-
ciwnym przypadku — uzasadni¢ brak zbiezno$ci.

Rozwiazanie: Niech B, (0,r) oznacza kule w R" o $rodku 0 i promieniu r, za$ \,, — miare Lebes-
gue’a na R™. Dystrybuante zmiennej R,, oznaczmy przez F),. Wowczas z wlasnosci skalowania dla A,
otrzymujemy

_ Aa(Bn(0,1))
An(Bn(0,1))

dla t € [0,1]. Oczywiscie Fy,(t) =0 dlat < 0 oraz F,(t) =1 dlat > 1.

a)
Dla dowolnego ¢ €)(0, 1) zachodzi

Fo(t) =P(R, < 1) ="

P(|R, -1 >¢)=P(R, <1—¢)=(1—-¢)" =0

dla n — oco. Zatem R, zbiega do 1 wedlug prawdopodobienstwa.
b) Oznaczmy Z,, = n(1 — R,). Dla dowolnego t > 0 oraz dostatecznie duzych n mamy

Fyz,(t)=P(Z,<t)=P(R,>1—t/n)=1—(1—t/n)" - 1—e".

Oczywiscie dla t < 0 mamy Fy, (t) = 0.
Stad Fz, zbiegaja punktowo do dystrybuanty rozkladu wykladniczego z parametrem 1, a zatem
Z,, zbiega wedlug rozkladu do Exp(1).



Zadanie 2

Niech p bedzie rozkladem prawdopodobienstwa na R.
a) Niech Z, = (X,,Y,), n =1,2,..., beda dwuwymiarowymi wektorami losowymi, takimi ze X,
oraz Y, maja rozklad u. Wykazaé, ze z ciagu (Z,,),>1 mozna wybraé¢ podciag zbiezny wedlug rozktadu.
b) Zalézmy, ze miara probabilistyczna p ma t¢ wlasnosé, ze kazdy ciag (Z,,)n>1 dwuwymiarowych
wektoréow losowych Z,, = (X,,,Y,,), taki ze jego wspélrzedne X, i Y,, maja dla kazdego n rozklad p,
jest zbiezny wedlug rozktadu. Wykazaé, ze u = J, dla pewnej liczby a € R.

Rozwigzanie a) Ustalmy dowolne ¢ € (0,1). Z ciasnosci jednoelementowej rodziny p wynika, ze
istnieje zbior zwarty K C R, taki ze u(K) > 1 —e/2. Zauwazmy, ze

P(Z, ¢ K x K) <P(X, & K) +P(Y, ¢ K) = 2u(K°) < 2¢/2 = .

Zatem
P((Xn,Yn) e K X K)>1—¢.

Whioskujemy stad, ze rodzina rozkladéw {pz, }n>1 jest ciasna, a wigc z twierdzenia Prochorowa z
ciagu Z, mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

b) Oznaczmy przez F dystrybuante miary p i zalézmy, ze p nie jest skupiona w punkcie. Zatem
istnieje a € R o tej wlasnosci, ze 0 < F'(a) < 1. W szczegblnosci jedli X jest zmienna o rozkladzie u, to
P(X <a),P(X > a) > 0. Rozwazmy teraz dwie niezalezne zmienne X,Y o rozkladzie u i zdefinijumy
Zn = (X,Y) dla n parzystych oraz Z, = (X, X) dla n nieparzystych. Zauwazmy, ze rozklad Z; jest
rézny od rozktadu Z,. Rzeczywiscie

pz, (=00, a] x (a,00)] = P({X < a} N{X >a}) =0,

pz,((—o00,a] x (a,00)] =P(X < a,Y >a) =P(X <a)PY >a) > 0.

Zatem naprzemienny ciag ztozony z wektoréw Z1, Z5 nie moze by¢ zbiezny wedtug rozktadu, co konczy
dowdd.



1. Niech ¢(t) = 3 e~ 12 4 2 2 cos(2t).

(a) Wykazac, ze @ jest funkCJ@ charakterystyczng pewnej zmiennej losowej.

(b) Niech (Z,)n>1 bedzie takim ciagiem zmiennych losowych, ze dla kazdego
t > 0 zachodzi

lim @z, (1) = o(t),

gdzie ¢z oznacza funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Z,,. Czy ciag
(Ee=7%),,51 jest zbiezny? Jedli tak, wyznaczy¢ granice, a w przeciwnym przy-
padku — uzasadni¢ brak zbieznosci.

Rozwigzanie.

(a)  Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie N (0,24), Y — zmienna losowa
o rozktadzie dwupunktowym symetrycznym skupionym na {—2,2}, za$§ U — nieza-
lezng od X, Y zmienng losowy o rozkladzie: P(U = 1) = 3, P(U = 0) = 3. Wowczas
Z =UX + (1 —U)Z ma funkcje charakterystyczna ¢z réwna

@Z(t> — Fe wz __ IEeitZ]]_U:1 4 Eeitz]].U:() — EeitXl]_Uzl + Eeityﬂ_(]:o

nza 1 2 ) 1 —12t2 2
zal. 3]E itX | gEeth _ §6 127 gcos(215) = 90<t>7

z czego wynika, ze ¢ istotnie jest funkcjg charakterystyczng pewnej zmiennej losowej
— w dodatku Z jest takg zmienna losowa.

(b)  Dla funkcji charakterystycznych ¢ zachodzi ¢(t) = (—t) oraz (0) = 1.
Poniewaz ¢z, i ¢ sa funkcjami charakterystycznymi, to dla ¢ < 0 na mocy naszego
zatozenia zachodzi wiec

Jm oz (t) = lim gz, (—t) = lim @z, (=) = e(—t) = ¢(t)

n—oo

oraz
lim 7, (0) = lim 1= 1= (0),

n—oo
wiec wlasnosc

lim oz, (t) = o(t)

zachodzi dla kazdego t € R, a nie tylko dla ¢t > 0. Poniewaz funkcja graniczna ¢ jest
funkcja charakterystyczng zmiennej Z, to jest ciggta w zerze, wiec na mocy twier-
dzenia Lévy’ego-Craméra ciag (Z,), jest zbiezny wedtug rozktadu do zmiennej Z,
czyli dla kazdej funkcji f: R — R c1@glej i ograniczonej zachodzi lim,, ... Ef(Z,) =
Ef(Z). Poniewaz za$ funkcja = — e ~a” jest ciagla i ograniczona (z dotu przez 0,
a z gory przez 1), to ciag (Ee™ n)@l jest zbiezny do Ee 2" € [0, 1]. Poza tym, skoro
X ma taki sam rozktad jak /24G, gdzie G ~ N(0,1), to

1 2 2

1 2
li Ee™ n _E —z2 ]E —X?2 ]E -v?2 “E —24G E —4
Jim e 3 + 3 =3 e + 3 e
1 0 —2a? —2?/2 2 1922 /2 2
= e e tdr 4+ — = T dr + —
3V 21 /—oo et 321 /- 3et
1 1 00 2 2 1 2
= — e TP dy + — = — 4 = O
3.7 \/_zw/_oo T3 T 51 T 3



Rozwiazania zadania 4. z kolokwium z Rachunku
Prawdopodobienstwa 11, semestr zimowy 2023/2024

Zadanie 4. Rozwazmy ciagg niezaleznych zmiennych losowych X, X, ..., taki ze zmienna
X}, ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1/k. Niech S,, = X;+...4+X,,. Czy ciag zmiennych
losowych

7 _ S, — ES,
" /Var S,

jest zbiezny wedtug rozktadu? Jesli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przypadku —
uzasadni¢ brak zbieznodci.

Mamy tutaj do czynienia z ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o réznym rozkta-
dzie, co sugeruje, aby sprobowac sprawdzi¢ warunek Lindeberga lub jaki$ warunek go impli-
kujacy, np. warunek Lapunowa (tym samym otrzymujac zbiezno$é¢ Z,, do rozktadu normal-
nego). Sprawdzenie warunku Lapunowa jest w naszym przypadku prostsze, ale przedstawimy
oba rozwiazania.

W obu ponizszych rozwigzaniach przyjmujemy s,, = v/ VarS,,. Ze znanych nam wlasnosci
rozktadu wykladniczego wynika, ze jesli X ~ Exp(A), to EX = , EX? = % oraz EX? = .
W szczegdlnoscei dla dowolnych £, n > 1 mamy

]EXk - k,

n(n+1)(2n+1)
6 Y

VarS, = > Var X, =Y k%=
k=1 k=1
EX} = 6k%

gdzie do obliczenia wariancji S,, wykorzystaliSmy niezaleznos¢ zmiennych Xj.
Rozwigzanie pierwsze — warunek Lapunowa. Jedli dla pewnego > 0 zachodzi

L 1
mm —
n—oco g2+

Y E|X; — EX* =0,
k=1
to speliony jest warunek Lapunowa, co implikuje, ze spetniony jest warunek Lindeberga.
Woéwczas zmienne

5, —ES,

Sn

Zn



zbiegaja wedlug rozktadu do N(0,1). Pokazemy, ze warunek Lapunowa jest speiniony z
0 = 1, co zakonczy zadanie.
Mamy

S E[Xi - EXi* = Y E|XE - 3XZEX, + 3X,(EX)” — (EX,)?| <

=1 k=1

<3 (EX,;” +3EX? - EX), 4 3EX}, - (EX,)? + (]EXk)3) :
k=1

=

Zauwazmy teraz, ze kazdy z wyrazéw w powyzszej sumie jest réwny co najwyzej Ck® dla
pewnej statej C' > 0, w zwiazku z czym

SEIX;, —EX P <CY K =0(nt)
k=1 k=1

n
przy n — 0o, gdzie skorzystaliSmy z elementarnych wtasnosci sum typu > k. Jednoczesnie
k=1

&= (VarSn)3/2 _ (n(n +1)(2n + 1)>3/2 _ @(ng/z)

6

Stad mamy
1 & ~ _
3 ;E X, — EXi]> = O(n*™?) = O(n?) - 0

przy n — 00, co chcieliSmy pokazac.

Rozwigzanie drugie — warunek Lindeberga. Chcemy sprawdzi¢, ze dla dowolnego
€ > 0 zachodzi warunek Lindeberga

1 n
lim 5 Y E ((Xi — EX0)? Lix,xysest) = 0,

n— oo sz 1

co jak poprzednio bedzie implikowalo, ze zmienne Z,, zbiegaja wedtug rozktadu do N (0, 1).
Zmienna losowa X}, ma gesto$¢ gi(z) = %e_% Li2>0), stad obliczamy

E ((Xk — EXk)Q ﬂ{|xk_EXk\>gsn}> = / (x — kj)2 . lie_i dr =
{|lz—k|>esn}
(k—esn)VO )
= ]i / (z — k)% k dr + ]1 / (z — k)?e k dx
0 k+esn



Wyliczenie powyzszych catek daje nam

(k—esn)VO
1 x c—ESn,
z (x — k)2e * dr = [k‘z — e ((k —e5,)% + kz)} LTikzesn}
0
1 b x ESn
. / (x — k)2 % do = e T ((k‘ +e5,)% + k:2) :
k+esn

Zwrbémy uwage, ze przy n — oo mamy s, = cn’/? dla pewnego ¢ > 0 i jednoczesnie k < n,
zatem przy ustalonym e > 0 warunek {k > €s,,} nie bedzie spetiony dla dostatecznie duzych
n dla zadnego k. Stad tez pierwszg z powyzszych calek mozemy pomingé przy sprawdzaniu
warunku Lindeberga. Znéw korzystajac z faktu, ze cn/? < s, < Cn®? dla pewnych statych
C,c > 0, mozemy druga z catek oszacowa¢ w nastepujacy sposob

k+esn

ek ((k +€8,) + kQ) < C'nde™ 7 < C'nde=vr,

gdzie C' > 0 to pewna stata zalezna by¢ moze od ¢, ale nie od k.
Wstawiajac otrzymane oszacowanie do wyrazenia z warunku Lindeberga otrzymujemy
n Cl

. 1 & 2 . 1 1, 3 _—ce/n :
nllgglo%k;]E ((ch - EX}) ﬂ{lxk—mkbgsn}) < JL%%;C” eV < lim o

n4€—C€\/ﬁ — O,

co nalezato pokazac.

Uwaga. Czestym btedem przy probie skorzystania z warunku Lindeberga byto nastepujaco
rozumowanie — skoro przy n — oo mamy s, — 00, to dla ustalonego £ i dostatecznie duzych
n warunek {|X; — k| > es,} nie bedzie zachodzil, zatem w sumie z warunku Lindeberga
odpowiednie indykatory beda zerami i granica znormalizowanej sumy bedzie rowna 0.
Rozumowanie to jest niestety niepoprawne i to z kilku powodow. Po pierwsze, istotnie,
dla ustalonego w i ustalonego k mamy, ze warunek | X, (w) —EXy| > €s, nie zachodzi, jesli n
jest dostatecznie duze, tylko nic z tego nie wynika dla rachunkéw z warunku Lindeberga, gdyz
tam interesuje nas policzenie (obcietych) wariancji. Po drugie, suma w warunku Lindeberga
zawiera n skladnikow, wiec udowodnienie, ze pojedynczy sktadnik z ustalonym k zbiega

do 0 przy n — oo niczego nie dowodzi (prosze pomysleé¢ o sumie typu Y %) Tego typu
k=1

rozumowanie byloby poprawne, gdyby zmienne Xy byly wspélnie ograniczone — jesli | Xj| <

C dla pewnej statej C' > 0, to wziecie n na tyle duzego, aby es, > C, zeruje wszystkie

indykatory w sumie. W naszym zadaniu tak jednak nie jest i suma w warunku Lindeberga
jest nietrywialna.
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Zadanie 5. Rzucamy kostkg do momentu, gdy suma wyrzuconych oczek przekroczy 35300.
Obliczy¢ w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze rzucimy wiecej niz 10000 razy.

Jest to tres¢ zadania z grupy A, w grupie B nieco inne byly tylko dane liczbowe, wiec
rozwigzemy zadanie tylko dla grupy A.

Niech X oznacza wynik k-tego rzutu kostka. Latwy rachunek pokazuje, ze EX; = %,
natomiast

1 7\ 2
Var X, = EX} — (EX;)? = 5 (12+22+32+42+52+62) — (2) —

91 49 35
6 4 12
Warunek z tresci zadania oznacza, po przeformutowaniu, ze w ciggu pierwszych 10000 rzutow

suma wyrzuconych oczek byta mniejsza niz 35300. Niech S,, = X1+ ...+ X,,. Dla n = 10000
mamy ES,, = 10000 - EX; = 35000, natomiast Var S,, = nVar X = 100 - % z niezaleznos$ci

zmiennych X;. Mamy zatem

P (S10000 < 35300) = P (S10000 — ES10000 < 300) =

_p (510000 — ES10000 < 300 ) _p (510000 — ES10000 < 6\/§>
v/ Var Sio000 v/ Var Sioo00 v/ Var Sio000 \/%

Z Centralnego Twierdzenia Granicznego dla zmiennych o jednakowym rozktadzie wiemy, ze

S, — ES,
v/ Var S,

w zwiazku z czym dla dowolnego ¢ € R mozemy przyblizac¢

S, —ES
PlZ2—=<Kt|~d(t),
(x/VarSn ) ®)

gdzie ®(+) to dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego. Zastosowanie powyzszego

przyblizenia dla n = 10000 oraz t = f/% daje nam, ze szukane prawdopodobienstwo jest w

przyblizeniu réwne & (%)

= N(0,1),



Zadanie 6

Niech Xg, X1, ... bedzie ciggiem i.i.d. zmiennych losowych o funkcji charakterystycznej ¢ spetniajacej
¢'(0) =0, ¢"(0) = —3. Niech ponadto F,, = 0(Xop,...,X,) dlan=1,2,....

a) Wykazaé, ze ciag M, = Y i~ Xi—1X;, n > 1, jest martyngalem wzgledem filtracji (Fp)n>1-

b) Znalezé liczbe a, taka ze ciag N, = M2 — azgzll X2, n > 1, jest martyngalem wzgledem
ﬁltracji (]:n)n21-

Rozwigzanie Na podstawie zadania z ¢wiczen (omawianego we wszystkich grupach) wiemy, ze jesli
©"(0) istnieje, to X ma skoficzony drugi moment. Korzystajac z relacji miedzy pochodnymi funkcji
charakterystycznej w zerze i jej momentami, otrzymujemy, ze EXg = 0, EXZ = 7.

a) Zmienna M,, jako borelowska funkcja zmiennych Xp, ..., X,, jest oczywiscie mierzalna wzgledem
Fn, zatem (M,) jest adaptowany. Z niezaleznosci i calkowalnosci zmiennych X; wnioskujemy, ze M,
réwniez jest calkowalna. Pozostaje zatem sprawdzié, ze E(My+1|Fn) = M.

Mamy My +1 = M, + X, X541, zatem

E(Mps1|Fn) = E(M,, + X, X1 Fn) = E(M,|Fn) + E(Xn Xnt1]Fn)
=M, + XpE(Xnt1|Fn) = Mp + XpEXyp1 = My, + Xy, - 0= My,
przy czym skorzystaliSmy z mierzalnosci M,, i X,, wzgledem F,,, niezaleznosci X,,+1 od JF, oraz pod-
stawowych wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej. Zatem (M,,) rzeczywiscie jest martyngalem.
b) Podobnie jak w punkcie a) uzasadniamy, ze (N,,) jest adaptowany. Calkowalno$é N,, wynika z

niezaleznodci i caltkowalnosci z kwadratem zmiennych X;. Korzystajac raz jeszcze z réwnoséci My +1 =
M, + X, X,,+1 oraz mierzalnosci i niezaleznosci, otrzymujemy

E(M2 1| Fn) = BE(M2+2Mp Xy Xng1 + X2X2 001 Fn) = M2+ 2M, X E(Xpy1|Fn) + X2E(X2 4| Fn)
= M2 +2M, X, EX, 1 + X2EX2, | = M2+ 7X2.
Zatem, korzystajac z mierzalnosci 3.1 ;| X2 wzgledem F,,, otrzymujemy
n n—1
E(Nns1|Fn) = E(MZ|Fn) —a) X7 = M2 —ad XP 4+ (7T—a)X; = Na+ (7 — ) X7,
=1 =1

skad widzimy, ze dla o = 7 ciag (N,,) jest martyngatem. Nie jest on martyngatem dla innych «a, gdyz
X, nie jest stale réwna zero ($rednia wynosi 7).



